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Táto bakalárska práca sa zaoberá autonómnymi diferenciálnymi rovnicami a ich využitı́m
v ekonomike. V práci je sformulovaných niekol’ko ekonomických modelov, a to Walra-
sov model cenového prispôsobenia, Goodwinov model hospodárskeho cyklu, dva modely
ekonomického rastu - Harrodov-Domarov a Solowov-Swanov. Všetky tieto modely sú
podrobené matematickej analýze a ich riešenia sú doplnené o prı́slušnú ekonomickú inter-
pretáciu. V prı́pade Walrasova modelu je diskutovaných niekol’ko kvalitatı́vne odlišných
typov dopytu.
Abstract
This thesis focuses on autonomous differential equations and their application to econo-
mics. There are four economic models formulated in this thesis - the Walrasian auctio-
neer model, Goodwin’s Growth Cycle Model, and two models of economic growth, the
Harrod–Domar model and the Solow–Swan model. All the models are subjected to rigo-
rous mathematical analysis and complemented with appropriate economic interpretations.
Specifically for the Walrasian general equilibrium model, several qualitatively different
types of demand are discussed.
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2.3.3 Ekonomická interpretácia riešenia modelu . . . . . . . . . . . . . 39
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ZOZNAM OBRÁZKOV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
ÚVOD
L’udia sa odjakživa snažili predpovedat’ budúcnost’ a zistit’, čo ich čaká. Správna pred-
poved’ počasia či dobrý odhad úrody im pomohol pripravit’ sa na budúce udalosti. Pred-
poved’ budúcnosti je pre nás stále vel’mi zaujı́mavá. Z ekonomickej oblasti nás zaujı́ma
naprı́klad vývoj ekonomiky, zmeny v hodnote akciı́ či nárast nezamestnanosti. Vývoj
ekonomiky a ekonomických veličı́n sa sı́ce nedá presne predpovedat’, ale môžeme ho
odhadnút’. Na odhad budúceho vývoja ekonomiky ako celku musı́me najskôr odhadnút’
budúce správanie jednotlivých ekonomických subjektov.
Pre popı́sanie správania jednotlivých subjektov a odhadnutie budúcnosti použı́vame
ekonomické modely. Tieto modely sú vel’mi subjektı́vnymi popismi ekonomickej reality,
ktoré majú jednu vec spoločnú: ekonomické správanie popisujú prostrednı́ctvom mate-
matického aparátu. Dosiahnut’ dostatočne exaktné vyjadrenie nie je možné iba pomocou
slovného alebo grafického vyjadrenia.
V tejto bakalárskej práci sa budeme zaoberat’ modelmi, ktoré sa dajú popı́sat’ pomocou
autonómnych diferenciálnych rovnı́c a ich sústav. Úvodná kapitola sa zaoberá problema-
tikou autonómnych diferenciálnych rovnı́c a ich riešenı́. Teoretické poznatky sú oboha-
tené o vlastné postrehy a prı́klady. Po tejto rýdzo matematickej časti práce sa pokúsime
aplikovat’ zı́skané poznatky na niekol’kých ekonomických modeloch, konkrétne na Walra-
sovom modeli cenového prispôsobenia, Harrodovom-Domarovom modeli a Solowovom-
Swanovom modeli ekonomického rastu, a Goodwinovom modeli hospodárskeho cyklu.
Jednotlivé modely najskôr predstavı́me, potom zavedieme a na záver poskytneme riešenia
jednotlivých diferenciálnych rovnı́c. Vel’ký dôraz bude kladený na existenciu rovnováž-
nych riešenı́ a ich kvalitatı́vne vlastnosti. Pre vlastné návrhy riešenia v poslednej kapitole
sme vybrali jeden z modelov, a to Walrasov model cenového prispôsobenia, a poskytli
detailnejšiu analýzu vlastnostı́ riešenia pre rôzne druhy funkciı́ dopytu a ponuky.
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CIELE PRÁCE, METÓDY A POSTUPY SPRACOVANIA
Hlavným ciel’om tejto práce je zoznámit’ čitatel’a s autonómnymi diferenciálnymi
rovnicami a ich využitı́m v ekonomických modeloch. To je demonštrované na štyroch
konkrétnych modeloch, ktoré sú zostavené a rozanalyzované. Pri jednotlivých riešeniach
je dôraz kladený na existenciu periodických riešenı́ a stabilitu stacionárnych bodov. Sna-
hou je modely nie len popı́sat’, ale aj vysvetlit’ na konkrétnych prı́kladoch.
Pre spracovanie problematiky autonómnych diferenciálnych rovnı́c a ich aplikácii
v ekonómii bolo potrebné najskôr si naštudovat’ teoretický základ v oblasti diferenciálnych
rovnı́c so zameranı́m na autonómne diferenciálne rovnice prvého rádu. Ďalšı́m krokom
boli analýzy štyroch ekonomických modelov, ktorých výsledkom bolo vždy zostavenie
diferenciálnej rovnice alebo sústavy diferenciálnych rovnı́c pre každý model, ich analýza,
riešenie a definovanie prı́slušných obmedzenı́ výpočtu.
Poslednou čast’ou bola analýza jedného z modelov, Walrasovho modelu cenového
prispôsobenia, s rôznymi druhmi funkciı́ dopytu pri konštantnej funkcii ponuky. Opät’
boli zostavené prı́slušné diferenciálne rovnice, nájdené riešenia a tieto boli interpretované
v ekonomických súvislostiach.
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1 TEORETICKÉ VÝCHODISKÁ PRÁCE
V tejto časti zadefinujeme základné pojmy, ktoré budeme d’alej v práci použı́vat’.
Začneme vymedzenı́m pojmov z oblasti diferenciálnych rovnı́c, predovšetkým obyčaj-
ných diferenciálnych rovnı́c prvého rádu a ich sústav. Zameriame sa na riešenia diferen-
ciálnych rovnı́c a počiatočných úloh, vel’ký dôraz bude kladený aj na stacionárne body
a ich klasifikáciu. Pre lepšie pochopenie problematiky pridáme niekol’ko vysvetl’ujúcich
prı́kladov.
1.1 Základné pojmy
Diferenciálnou rovnicou rozumieme rovnicu, ktorá obsahuje neznámu funkciu a jej
derivácie. Takéto rovnice sa vel’mi často objavujú, či už v matematike alebo v d’alšı́ch
vedách. Vyskytujú sa vždy, ked’ sa snažı́me popı́sat’ vzt’ahy medzi zmenami určitých
veličı́n, stavom, v ktorom sa tieto veličiny nachádzajú, časom a prı́padne aj ich umiest-
nenı́m v priestore. Ak je hl’adaná funkcia naviac funkciou jednej premennej, diferenciálnu
rovnicu nazývame obyčajnou. [1]
Definı́cia 1.1 Nech G je podmnožina euklidovského priestoru Rn+1 a f funkcia defi-
novaná v G. Rovnicu v tvare
y(n)(t) = f
(
t, y(t), y′(t), ..., y(n−1)(t)
)
(1.1)
nazývame obyčajnou diferenciálnou rovnicou.
Definı́cia 1.2 Rád diferenciálnej rovnice je daný rádom najvyššej derivácie, ktorá je v
rovnici obsiahnutá. [1]
Prı́klad 1.3 Rovnica y(4)(t) = y′′′(t) + t2y′(t) + sin(t) je obyčajná diferenciálna
rovnica štvrtého rádu.
Poznámka: Ďalej budeme pod pojmom diferenciálna rovnica rozumiet’ obyčajnú di-
ferenciálnu rovnicu prvého rádu.
Ked’že derivácia funkcie v každom bode udáva smernicu dotyčnice ku grafu funkcie
v tomto bode, rovnicu (1.1) môžeme chápat’ ako predpis, ktorý každému bodu priradı́
smernicu dotyčnice prechádzajúcej týmto bodom. Oblast’ G ⊂ R, ktorej každý bod má
uvedeným spôsobom priradenú smernicu, sa nazýva smerové pole.
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Definı́cia 1.4 Riešenie diferenciálnej rovnice je každá funkcia y(t) definovanú na in-
tervale I = (a, b), ktorá zároveň spĺňa: [2]





je definovaná pre ∀t ∈ I,




pre ∀t ∈ I.
Riešenie sa často nedá vyjadrit’ v explicitnom tvare, no je možné nájst’ riešenie dané im-
plicitne F (t, y(t)) = 0.
Definı́cia 1.5 Všeobecným riešenı́m rovnice (1.1) budeme rozumiet’ funkciu s jedným
parametrom c takú, že špeciálnou vol’bou c môžeme zı́skat’ riešenie každej počiatočnej
úlohy (1.2). [2]
Prı́klad 1.6 Rovnica y′(t) = 5y(t) má na intervale I = (0, 2) všeobecné riešenie
y(t) = c e5t, kde c je akákol’vek reálna konštanta.
Niekedy môžeme mat’ okrem diferenciálnej rovnice aj informácie o stave systému y0
v bode t0. Potom hl’adáme riešenie, ktoré bude okrem diferenciálnej rovnice spĺňat’ aj
podmienku na tento stav.










, y(t0) = t0 (1.2)
nazývame počiatočná úloha (počiatočný problém, Cauchyova úloha). Graf riešenia po-
čiatočnej úlohy sa nazýva integrálna krivka.
Riešenie diferenciálnej rovnice či počiatočnej úlohy nemusı́ vždy existovat’. Niekedy
riešenie existuje iba na časti uvažovaného intervalu, niekedy neexistuje vôbec a niekedy
riešenı́ existuje viacej. Nasledujúce dve vety uvádzajú podmienky, ktoré zaručujú existen-
ciu a jednoznačnost’ riešenia v okolı́ bodu (t0, y0).




je definovaná a spojitá v dvojrozmernej
uzavrenej oblasti R :
R =
{




Potom existuje aspoň jedno riešenie počiatočnej úlohy (1.2), ktoré je definované a spojité
na intervale
〈
t0 − δ, t0 + δ
〉




















je definovaná a spojitá v dvojrozmernej uzavrenej oblasti R danej
(1.3),
• funkcia má v každom bode uzavrenej oblasti R parciálnu deriváciu ∂f
∂y
, ktorá je ohrani-
čená v R, teda platı́ ∣∣∣∣∂f∂y (t0, y0)
∣∣∣∣ ≤ c, ∀(t, y) ∈ R,
kde c je kladná konštanta.
Potom existuje práve jedno riešenie počiatočnej úlohy (1.2), ktoré je definované na
intervale
〈
t0 − δ, t0 + δ
〉
, kde δ je daná (1.4). [2]
Podmienku na ohraničenost’ parciálnej derivácie môžeme nahradit’ slabšou podmien-




v premennej y, teda že existuje konštanta L > 0 taká,
že pre l’ubovol’né dva body (t, y1), (t, y2) ∈ G platı́∣∣f(t, y1)− f(t, y2)∣∣ ≤ L |y1 − y2| . (1.5)
Prı́klad 1.10 Uvažujme počiatočnú úlohu y′ = y 23 , y(t0) = y0 a jej riešenie v uzavre-




je spojitá v každej takejto ob-










3 nie je ohraničená v bodoch (t, 0), takže jednoznačnost’ riešenia
zaručená nebude.
1.2 Vybrané typy diferenciálnych rovnı́c
Prvým typom diferenciálnej rovnice, ktorú budeme d’alej v našich modeloch využı́vat’,
je rovnica so separovanými premennými.
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Definı́cia 1.11 Diferenciálnu rovnicu y′(t) = f(t, y), kde funkcia f sa dá rozložit’ na
súčin dvoch funkciı́ jednej premennej g(t) a h(y)
y′(t) = g(t)h(y), (1.6)
nazývame diferenciálna rovnica so separovanými premennými. [3]
Nech funkcie g(t) a h(y) sú definované a spojité na nejakých intervaloch I1 resp.
I2. Za predpokladu h(y) 6= 0 na celom intervale I2, riešenie dané implicitne zı́skame














Prı́klad 1.12 Diferenciálna rovnica y′(t) = − sin(t)
y2+1
je rovnica so separovanými pre-
mennými, ktorej implicitné riešenie na intervale t ∈ (−∞, ∞) je
1
3
y3 + y = cos(t) + c, c ∈ R.
Zvláštnym prı́padom rovnı́c so separovanými premennými sú autonómne diferenciálne
rovnice, ktoré neobsahujú nezávislú premennú. Ak rozmýšl’ame nad nezávislou premen-
nou t ako nad časom a nad y(t) ako nad stavom systému, vel’kost’ zmeny y′(t) nezávisı́
od času, ale iba od stavu systému. Toto je vel’mi častá vlastnost’ mnohých systémov
a veličı́n, preto majú autonómne diferenciálne rovnice široké využitie.
Definı́cia 1.13 Diferenciálnu rovnicu v tvare
y′(t) = h(y), (1.8)
kde h je definované na G ⊂ R, nazývame autonómna diferenciálna rovnica. Množina G
sa potom nazýva fázový priestor.
Riešenie y = θ(t) počiatočnej úlohy tvorenej rovnicou (1.8) a počiatočnou podmi-
enkou y(t0) = y0 môžeme interpretovat’ ako graf v priestore R × G, alebo ako krivku
v množine G danú parametricky y = θ(t). V druhom prı́pade sa krivka nazýva tra-
jektóriou riešenia y a je to kolmý priemet grafu y = θ(t) z R × G do fázového priestoru
G. Geometrická reprezentácia trajektóriı́ rovnice (1.8) sa nazýva fázový portrét. [4]
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Budeme predpokladat’, že funkcia h(y) je spojitá a spĺňa Lipschitzovu podmienku
(1.5) v každom bode G. Potom riešenie diferenciálnej rovnice (1.8) s počiatočnou podmi-
enkou y(t0) = y0 existuje a je jednoznačné. Preto sú trajektórie riešenı́ bud’to disjunktné,
alebo totožné. [5]
Prı́klad 1.14 Zoberme si počiatočnú úlohu y′(t) = (1 + y), y(t0) = y0. Funkcia
h(y) = (1 + y) je spojitá a lipschitzovská pre ∀y ∈ R. Preto bude existovat’ riešenie






1dt, pre y 6= −1.
Po úprave obidvoch strán pri predpoklade y 6= −1 dostaneme všeobecné riešenie
y(t) = cet − 1, c ∈ R.





Fázový portrét je zobrazený na Obr. 1.
Obr. 1: Fázový portrét rovnice y′(t) = (1 + y), y(t0) = y0 (Zdroj: vlastný)
Všimnime si teraz situáciu y = −1. Dostávame y′ = 0, čiže ak y0 = −1, hodnota
y sa v čase nebude menit’, ale ostane konštantná. Na tomto prı́klade vidı́me, že pre au-
tonómne diferenciálne rovnice môžu existovat’ špeciálne hodnoty y∗, pre ktoré je riešenie
konštantné.
1.3 Stacionárne body diferenciálnej rovnice
Definı́cia 1.15 Bod y0 sa nazýva stacionárny (singulárny, kritický) bod autonómnej
diferenciálnej rovnice, ak h(y0) = 0. Riešenie y(t) = y0 sa potom nazýva rovnovážne
(singulárne) riešenie.
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Korene rovnice h(y) = 0 predstavujú singulárne trajektórie. Otvorené intervaly, na kto-
rých je h(y) kladná, tvoria trajektórie rastúcich riešenı́ a naopak, otvorené intervaly, pre
ktoré platı́ h(y) < 0, tvoria trajektórie klesajúcich riešenı́.
Definı́cia 1.16 Stacionárny bod y∗ rovnice (1.8) nazývame stabilný, ak pre ∀ε > 0
a ∀t1 ∈ R existuje δ tak, že každé riešenie y0(t) rovnice (1.8) vyhovujúce podmienke
|y∗ − y0(t1)| < δ existuje pre t ≥ t1 a splňuje pre tieto t nerovnost’ |y∗ − y0(t)| < ε. [6]
Definı́cia 1.17 Stacionárny bod nazývame asymptoticky stabilný, ak je stabilný a pre
∀t1 ∈ R existuje δ > 0 tak, že pre každé riešenie y0(t) rovnice (1.8) spĺňajúce nerovnost’
|y∗ − y0(t1)| < δ platı́ [6]
lim
t→∞
|y∗ − y0(t)| = 0.
Stacionárny bod ktorý nie je stabilný sa nazýva nestabilný. Zvláštnym typom ne-
stabilného stacionárneho bodu je semistabilný bod, ktorý má tú vlastnost’, že riešenia
s počiatočným bodom y0(t1) > y∗ spĺňajú podmienky stability a riešenia s počiatočným
bodom y0(t1) < y∗ podmienky stability nespĺňajú, alebo naopak.
Pre určenie typu stacionárneho bodu usporiadame stacionárne body našej rovnice
od najmenšieho po najväčšı́ y∗1, y
∗
2, . . . , y
∗
n. Aby sme určili stabilitu bodu y
∗
i potrebujeme
zistit’, či sú trajektórie riešenia y(t) rastúce alebo klesajúce na intervaloch v okolı́ to-
hoto bodu. Interval (y∗i−1, y
∗
i ) (prı́padne (−∞, y∗1) pre najmenšı́ zo stacionárnych bodov)






n, ∞) pre najväčšı́ zo stacionárnych bo-
dov) označı́me I+i . Určı́me, či je funkcia h(y) na týchto intervaloch kladná alebo záporná,
a teda či y(t) rastie alebo klesá. [7]
Stacionárny bod y∗i je
• stabilný ak funkcia h(y) je nezáporná na I−i a nekladná na I+i ,
• asymptoticky stabilný ak je funkcia h(y) kladná na I−i a záporná na I+i ,
• nestabilný ak je funkcia h(y) záporná na I−i alebo kladná na I+i ,
• semistabilný ak je h(y) bud’ záporná na I−i alebo kladná na I+i (ale nie obidvoje
súčasne).
17
Grafická ilustrácia klasifikácie stacionárnych bodov je zobrazená na Obr. 2. Stacio-




3 nestabilný a y
∗
4 je asymptoticky stabilný.
Obr. 2: Klasifikácia stacionárnych bodov (Zdroj: vlastný)
Prı́klad 1.18 Autonómna diferenciálna rovnica y′(t) = y(y − 2)(y + 1)2 má 3 sta-
cionárne body:
y∗1 = −1, y∗2 = 0, y∗3 = 2.
Funkcia h(y) je záporná na intervale (0, 2) a kladná na všetkých ostatných intervaloch.
Čiže y∗1 je semistabilný, y
∗
2 je asymptoticky stabilný a y
∗
3 je nestabilný stacionárny bod.
1.4 Autonómne systémy
V tejto podkapitole sa budeme zaoberat’ sústavami diferenciálnych rovnı́c. Ked’že
v práci budeme d’alej využı́vat’ iba sústavu 2 autonómnych diferenciálnych rovnı́c prvého
rádu, obmedzı́me sa iba na tento prı́pad.
Definı́cia 1.19 Sústavu 2 diferenciálnych rovnı́c prvého rádu
y′(t) = f(y, z),
z′(t) = g(y, z), (1.9)
kde funkcie g a f sú definované v G ⊂ R2, nazývame autonómny systém.
Definı́cia 1.20 Každú dvojicu funkciı́ y(t), z(t), ktoré majú spojité derivácie v neja-
kom intervale I a vyhovujú systému (1.9) pre ∀t ∈ I , nazývame riešenie systému. [8]
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Definı́cia 1.21 Úlohu určit’ riešenie systému
y′(t) = f(y, z), z′(t) = g(y, z),
ktoré zároveň spĺňa počiatočné podmienky
y(t0) = y0, z(t0) = z0, (1.10)
nazývame počiatočná úloha.
Prı́klad 1.22 Počiatočná úloha
y′(t) = z, y(0) = 0,
z′(t) = −y, z(0) = 2,
má riešenie
y(t) = 2 sin(t), z(t) = 2 cos(t).
Riešenie y(t) = θ1(t), z(t) = θ2(t) počiatočnej úlohy (1.10) môžeme opät’ interpreto-
vat’ ako graf funkcie v priestore G×R alebo ako krivku v priestore G danú parametricky.
V druhom prı́pade sa táto krivka nazýva trajektória systému a je to kolmý priemet grafu
funkcie y(t) = θ1(t), z(t) = θ2(t) z G× R do G.
Počiatočná úloha (1.10) nemusı́ byt’ vždy riešitel’ná, prı́padne riešenı́ môže mat’ viacej.
Teraz si uvedieme postačujúce podmienky aby riešenie existovalo a bolo jednoznačné.
Veta 1.23 (Peanova) Nech a, b ∈ R+, t0 ∈ R, (y0, z0) ∈ R2. Označı́me
I =
〈
t0, t0 + a
〉
, R = {(y, z) ∈ R2 : |(y, z)− (y0, z0)| ≤ b} (1.11)
a funkciu
Φ = (t, f, g), Φ : I ×R→ R2. (1.12)
Nech funkcia Φ je spojitá. Potom existuje aspoň jedno riešenie počiatočnej úlohy (1.10),
ktoré je definované na intervale
〈
t0, t0 + δ
〉
, kde δ je daná [2]
δ = min(a, bm−1), m = max
[t, y, z]∈I×R
|Φ (t, y, z)| . (1.13)
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Veta 1.24 (Picardova - Lindelöfova) Nech a, b ∈ R+, t0 ∈ R, (y0, z0) ∈ R2 a nech sú
I, R dané vzt’ahom (1.11). Predpokladajme, že funkcia Φ, daná (1.12), je spojitá a splňuje
Lipschitzovu podmienku vzhl’adom k (y, z): existuje L ∈ R+ také, že
|Φ(t, y1, z1)− Φ(t, y2, z2)| ≤ L|(y1, z1)− (y2, z2)|, ∀[t, y1, z1], [t, y2, z2] ∈ I ×R.





δ je daná vzt’ahom (1.13). [2]
Prı́klad 1.25 Uvažujme počiatočnú úlohu
y′(t) = 3z2 + y, y(t0) = y0,
z′(t) = y(z + 4), z(t0) = z0, .
Funkcia Φ = (3z2 + y, y(x+ 4)) je spojitá a splňuje Lipschitzovu podmienku vzhl’adom
k (y, z), teda počiatočná úloha má riešenie a toto riešenie je jednoznačné.
1.5 Stacionárne body autonómneho systému a ich klasifikácia
V tejto časti definujeme a následne klasifikujeme stacionárne body systému dife-
renciálnych rovnı́c. Opät’ sa obmedzı́me iba na prı́pad autonómnych systémov. Pre klasi-
fikáciu stacionárnych bodov iných druhov systémov sa dajú použit’ viaceré kritériá, napr.
Routhovo–Hurwitzovo kritérium, vid’ [9].
Definı́cia 1.26 Bod (y∗, z∗) sa nazýva stacionárny (singulárny, kritický) bod auto-
nómneho systému (1.9), ak f(y∗, z∗) = g(y∗, z∗) = 0. [10]
Prı́klad 1.27 Autonómny systém
y′(t) = z(y + c),
z′(t) = y(z + d),
c, d ∈ R má stacionárne body (0, 0) a (−c, −d).
Veta 1.28 Uvažujem systém (1.9). Nech f a g sú spojité funkcie, ktoré spĺňajú Lipschi-
tzovu podmienku. Potom riešenie y(t), z(t) existuje a je jednoznačné, a teda môže mat’
trajektórie troch typov: [5]
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1. singulárne body,
2. cykly (odpovedajúce nekonštantnému periodickému riešeniu),
3. trajektórie, ktoré samy seba nepretı́najú.
Definı́cia 1.29 Stacionárny bod (y∗, z∗) systému (1.9) sa nazýva [11]
• bod rotácie, ak v jeho l’ubovol’nom okolı́ existuje aspoň jeden cyklus obsahujúci





∈ U je cyklom obsahujúcim bod (y∗, z∗) vo svojom vnútri
tento bod nazývame stred
Obr. 3: Stacionárny bod typu stred (Zdroj: vlastný)



























ϑ(t) = ±∞ alebo lim
t→∞
ϑ(t) = ±∞.
Čiže trajektórie sa ku stacionárnemu bodu približujú (resp. sa od neho vzd’al’ujú)
po špirále; podl’a toho, či sa riešenia v čase ku stacionárnemu bodu približujú alebo









= (y∗, z∗)) ohnisko
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Obr. 4: Stacionárny bod typu prı́t’ažlivé (vl’avo) a odpudivé (vpravo) ohnisko (Zdroj: vlastný)
















ale pre uhol ϑ existuje vlastná limita
lim
t→−∞
ϑ(t) = a alebo lim
t→∞
ϑ(t) = a,
a ∈ R; podl’a toho, či sa riešenia v čase približujú ku stacionárnemu bodu alebo sa









= (y∗, z∗)) uzol
Obr. 5: Stacionárny bod typu prı́t’ažlivý (vl’avo) a odpudivý (vpravo) uzol (Zdroj: vlastný)
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Obr. 6: Stacionárny bod typu sedlo (Zdroj: vlastný)
Označı́me Jacobiho maticu systému (1.9)
J(y, z) =







determinant tejto matice D(y, z) = det J(y, z) a jej stopu τ(y, z) = trJ(y, z). Pred-
pokladajme, že funkcie f a g sú spojité a majú spojité derivácie v okolı́ bodu (y∗, z∗),
f(y∗, z∗) = g(y∗, z∗) = 0 a nech D(y∗, z∗) 6= 0. Potom je bod (y∗, z∗) stacionárnym
bodom systému (1.9) a jeho typ môžeme určit’ podl’a nasledujúcej tabul’ky. [2]
Tab. 1: Typ stacionárneho bodu (y∗, z∗) podl’a D a τ (Zdroj: vlastný)
D(y∗, z∗) τ 2(y∗, z∗)− 4D(y∗, z∗) τ(y∗, z∗) Typ stacionárneho bodu
záporný sedlo
kladný kladné uzol
kladný záporné nenulová ohnisko
kladný záporné nulová bod rotácie alebo ohnisko
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2 ANALÝZA SÚČASNÉHO STAVU
V tejto kapitole postupne uvedieme niekol’ko ekonomických modelov, ktoré vývoj
určitej ekonomickej veličiny v čase popisujú pomocou autonómnych diferenciálnych rov-
nı́c. Ekonomický model je zjednodušený popis ekonomickej reality. Modely sú zosta-
vené tak, aby na základe predpokladov popı́sali ekonomické správanie určitých subjektov.
Ked’že neexistuje žiadne objektı́vne meranie ekonomických výstupov, všetky ekonomické
modely sú subjektı́vne. Každý ekonóm do svojho modelu zahrnie predpoklady a pre-
menné, ktoré on sám považuje za dôležité, a teda popisuje ekonomickú realitu zo svojho
vlastného subjektı́vneho pohl’adu. [12]
Ekonomické modely sú vo všeobecnosti reprezentované sústavou rovnı́c, ktoré popi-
sujú ekonomické správanie. Ciel’om je popı́sat’ situáciu čo najjednoduchšie, aby sme mo-
del vedeli nejakým spôsobom vyriešit’, ale zároveň zahrnút’ dostatočné množstvo rovnı́c,
aby popis ekonomickej reality bol čo najpresnejšı́. [12]
Aj napriek rozmanitosti ekonomických modelov je niekol’ko základných predpokla-
dov, na ktorých sú všetky ekonomické modely založené. Spomenieme dva z nich. Prvým
je ceteris paribus1 - za inak nezmenených podmienok. Druhým je predpoklad, že ekono-
mické subjekty uvažujú racionálne a snažia sa optimalizovat’ svoju situáciu. [13] Naviac
pri všetkých modeloch v tejto kapitole budeme uvažovat’ uzavretú ekonomiku, teda import
ani export nebudeme brat’ do úvahy.
V každej časti najskôr uvedieme základné informácie o danom modeli, potom model
zavedieme a na záver urobı́me matematickú a ekonomickú analýzu každého z modelov.
2.1 Walrasov model cenového prispôsobenia
Prvý model je Walrasov2 model cenového prispôsobenia. Tento model popisuje usta-
l’ovanie cien produktov a služieb v čase. Model uvažuje situáciu s tržnou ekonomikou,
v ktorej trhová cena je výsledkom vzájomného vzt’ahu ponuky a dopytu.
Pre jednoduchost’ budeme popisovat’ vývoj ceny jedného produktu alebo služby na ur-
1Označenie predpokladu, že tvrdenie platı́ iba ak všetky ostatné podmienky ostanú nezmenené
2Marie Esprit Léon Walras (1834 - 1910), francúzsky matematik a ekonóm, známy ako tvorca teórie
všeobecnej ekonomickej rovnováhy
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čitom časovom intervale, teda budeme uvažovat’ izolovaný trh nami vybranej komodity,
pre ktorý platı́, že ponuka aj dopyt sú ovplyvňované iba cenou nami zvoleného produktu.
Nebudeme brat’ do úvahy vývoj cien ostatných komodı́t.
Pri popisovanı́ ustal’ovania ceny v čase p(t) budeme použı́vat’ agregátny dopyt3 D(p)
a agregátnu ponuku4 S(p), obidvoje ako funkcie ceny.
Ked’že nemôže existovat’ záporná ponuka, záporný dopyt alebo záporná cena, všetky
tieto veličiny budeme uvažovat’ nezáporné. Taktiež čas budeme uvažovat’ iba nezáporný.
2.1.1 Zavedenie modelu
Walrasov model cenového prispôsobenia je založený na nasledujúcich predpokladoch:
(WA1) Platı́ zákon rastúcej ponuky - s rastúcou cenou produktu lineárne rastie aj počet
podnikatel’ských subjektov, ktoré sú za túto cenu ochotné produkt vyrobit’ a predat’:
S(p) = µ+ φp, (2.14)
kde φ > 0 a µ > 0. Konštanta µ predstavuje ponuku pri nulovej cene a konštanta φ udáva
sklon krivky ponuky. [14]
(WA2) Platı́ zákon klesajúceho dopytu - s rastúcou cenou produktu lineárne klesá aj
počet kupujúcich, ktorı́ sú za túto cenu ochotnı́ produkt kúpit’:
D(p) = ν + ψp, (2.15)





. Svoje d’alšie úvahy obmedzı́me iba na hodnoty p pa-
triace tomuto intervalu. Konštanta ν predstavuje maximálny dopyt, teda dopyt pri nulovej
cene a konštanta ψ udáva sklon krivky dopytu. [14]
3Agregátny dopyt, alebo skrátene iba dopyt, vyjadruje celkové množstvo tovarov a služieb, ktoré sú
spotrebitelia v ekonomike ochotný nakúpit’ za určité časové obdobie za danú cenu
4Agregátna ponuka, alebo skrátene iba ponuka, vyjadruje celkové množstvo tovarov a služieb, ktoré sú
podnikatel’ské subjekty v ekonomike ochotné vyrobit’ za určité časové obdobie za danú cenu
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(WA3) Cenu v tržnej ekonomike určuje tržný mechanizmus. Tá sa nakoniec ustáli
na rovnovážnej cene p∗, pre ktorú platı́
D(p∗) = S(p∗).
Toto ustal’ovanie je podl’a Walrasovho modelu postupný proces. Označme prebytok
dopytu E(p)
E(p) = D(p)− S(p).
Toto je veličina závislá na cene. Môže byt’ kladná, nulová aj záporná.
Uvažujme počiatočnú situáciu s cenou p0. Ak je táto cena vyššia, ako rovnovážna
cena, tj. p0 > p∗, väčšie množstvo podnikatel’ských subjektov je ochotných produkt pre-
dat’ ako je množstvo kupujúcich ochotných produkt kúpit’. Vznikne prebytok ponuky nad
dopytom, čiže E(p) < 0. Reakciou na tento stav, prebytok ponuky, bude pokles ceny
na cenu p1.
Ked’ sa nová cena dostane pod úroveň rovnovážnej ceny, teda p1 < p∗, výsledkom
bude viac kupujúcich, ale menej producentov, ako by bolo pri rovnovážnej cene. Vznikne
prebytok dopytu nad ponukou E(p) > 0. Cena p1 následne stúpne. A takto sa cena po-
stupne menı́ d’alej. [4]
Vidı́me, že zmena ceny p(t) závisı́ iba od znamienka E(p). Predpokladajme, že táto
závislost’ je lineárna. Za predpokladu, že veličina p(t) je diferencovatel’ná a čas plynie
spojito môžeme napı́sat’
p′ = γE(p), (2.16)
kde γ je koeficient cenového prispôsobenia sa. Je to kladná konštanta, ktorá nám hovorı́,
ako rýchlo reaguje cena na nerovnováhu medzi dopytom a ponukou. Využitı́m výrazov
(2.14) a (2.15) dostávame diferenciálnu rovnicu:
p′ = γ
(
(ν − µ) + (ψ − φ)p
)
. (2.17)




(ν − µ) + (ψ − φ)p
)
, p(0) = p0. (2.18)
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2.1.2 Matematická analýza riešenia modelu
Rovnica (2.17) je autonómna diferenciálna rovnica. Aby existoval stacionárny bod
tejto rovnice, musı́ byt’ splnené ν − µ ≥ 0, teda pri nulovej cene musı́ byt’ aspoň taký
vel’ký dopyt, ako je ponuka. Budeme uvažovat’ situáciu ν − µ > 0. V tom prı́pade bude
existovat’ jeden stacionárny bod
p∗ = − (ν − µ)
(ψ − φ)
. (2.19)
Stabilita stacionárneho bodu p∗ bude závisiet’ od konštanty γ(ψ−φ). V našom prı́pade
je γ > 0 a (ψ − φ) < 0, čiže výraz γ(ψ − φ) je záporný. Tento stacionárny bod je
asymptoticky stabilný. Riešenie diferenciálnej rovnice (2.17) je v tvare
p(t) = c eγ(ψ−φ)t − (ν − µ)
(ψ − φ)
,
kde c je reálna konštanta, pre ktorú je p(t) nezáporné na celom uvažovanom časovom







eγ(ψ−φ)t − (ν − µ)
(ψ − φ)
.
Obr. 7: Riešenie počiatočnej úlohy (2.18) pre p0 > p∗ (Zdroj: vlastný)
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2.1.3 Ekonomická interpretácia riešenia modelu
Stacionárny bod p∗, daný vzt’ahom (2.19), je asymptoticky stabilný a vyjadruje rov-
novážnu cenu. To znamená, že cena bude s rastúcim časom postupne vd’aka vzájomnému
pôsobeniu ponuky a dopytu konvergovat’ k tejto hodnote.
Prı́klad 2.30 Uvažujme produkt, ktorého agregátna ponuka a agregátny dopyt sú dané
funkciami S(p) = 5+4p,D(p) = 30−p. Predpokladajme, že koeficient prispôsobenia sa
γ = 0, 1 a počiatočná cena je p0 = 10. V tomto prı́pade hodnota ceny postupne konverguje
ku rovnovážnej hodnote p∗ = 5 a riešenie počiatočnej úlohy vyzerá nasledovne:
p = 5 e−0,5t + 5.
2.2 Harrodov-Domarov model ekonomického rastu
Harrodov5-Domarov6 model je založený na keynesiánskom7 modeli úspor a investı́ciı́.
Model popisuje základnú podmienku pre dlhodobo udržatel’ný rast ekonomiky a pouka-
zuje na dvojitý význam investovania úspor za účelom vytvorenia nového kapitálu pre
ekonomický rast - nový kapitál môže generovat’ d’alšie zisky a zároveň tvorbou nového
kapitálu sa zvyšuje produkčná kapacita.
Pomocou tohto modelu popı́šeme jednu zo základných ekonomických veličı́n - pro-
dukciu. Produkovat’ môže ekonomický subjekt, ktorý vlastnı́ kapitál. Kapitál vzniká in-
vestovanı́m. Preto budeme využı́vat’ tri veličiny závislé na čase - produkciu Q(t), kapitál
K(t) a investı́cie I(t).
Nemôžeme vyprodukovat’ záporné množstvo výrobkov, vlastnit’ záporné množstvo
zdrojov alebo investovat’ záporné množstvo finančných prostriedkov, preto sú všetky ti-
eto ekonomické veličiny nezáporné. Ked’že nemá zmysel popisovat’ situáciu s nulovou
produkciou, nulovým kapitálom alebo nulovými investı́ciami, budeme považovat’ všetky
5Roy Harrod (1900 - 1978), anglický ekonóm, známy vd’aka podielu na vytvorenı́ Harrodovho-
Domarovho modelu
6Evsey Domar (1914 - 1997), rusko-americký ekonóm, známy vd’aka podielu na vytvorenı́ Harrodovho-
Domarovho modelu
7Keynesianizmus je súhrnné označenie pre niektoré ekonomické názorové prúdy v 20. a 21. storočı́,
ktoré sa zameriavajú hlavne na to, ako agregátny dopyt ovplyvňuje produkciu
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tieto veličiny za kladné.
2.2.1 Zavedenie modelu
Táto podkapitola je inšpirovaná [15].
Harrodov-Domarov model je založený na troch predpokladoch:
(HD1) Prı́rastok kapitálu v čase je daný investičnou činnost’ou podnikatel’ských subjektov
a opotrebovanı́m kapitálu vlastneného týmito subjektami:
K(t+ ∆t) = K(t) + I(t)∆t− aK(t)∆t,
kde ∆t vyjadruje zmenu v čase a koeficient a je koeficient amortizácie. Tento koefici-
ent vyjadruje podiel z kapitálu, ktorý sa za daný čas znehodnotı́ opotrebovanı́m (amor-








Za predpokladu, že veličina K je diferencovatel’ná a čas plynie spojito, limitným precho-
dom ∆t→ 0 obdržı́me diferenciálnu rovnicu
K ′ = I − aK. (2.20)
(HD2) Úspory sa dajú vyjadrit’ ako konštantný podiel produkcie a všetky úspory sa d’alej
investujú
I = S = sQ, (2.21)
kde S sú úspory a s je koeficient úspor. Vyjadruje čast’ produkcie, ktorá sa usporı́ a nás-















































sa musı́ rovnat’ 0. Z toho vyplýva, že




K(t) = r∗Q(t). (2.23)
Veličina r(t) = K(t)
Q(t)
vyjadruje kapitálovú náročnost’ jednotky produkcie a vo vše-
obecnosti je funkciou času. Čı́m je r(t) väčšie, tým viac kapitálu je potrebného na jed-
notku produkcie. Kapitálová náročnost’ jednotky produkcie zohl’adňuje viacero aspektov,
naprı́klad kvalitu kapitálu - čı́m kvalitnejšı́ kapitál, tým menšia bude kapitálová náročnost’
produkcie. V prı́pade Harrodovho-Domarovho modelu je veličina r(t) rovná konštante r∗,
ktorá sa v čase nemenı́.


















− a) je konštantný výraz, Q′
Q
zostáva v čase nemenný. Vývoj produkcie v čase







Q = 0. (2.24)
Môžeme uvažovat’ aj hodnotu počiatočnej produkcie Q0, Q0 ∈ R+ v čase t = 0. Dosta-







Q = 0, Q(0) = Q0. (2.25)
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2.2.2 Matematická analýza riešenia modelu
Konštanta s
r∗
− a môže byt’ (1) kladná, (2) nulová alebo (3) záporná. Od toho sa bude
odvı́jat’ existencia stacionárnych bodov rovnice (2.24) a ich vlastnosti.
(1) V prı́pade, že s
r∗
− a > 0 má rovnica (2.24) v obore reálnych čı́sel iba jeden
stacionárny bod:
Q∗ = 0.
Tento stacionárny bod je nestabilný. Riešenie rovnice (2.24) má tvar






kde c je kladná reálna konštanta. Riešenie počiatočnej úlohy (2.25) je






Toto riešenie diverguje do∞.
Obr. 8: Riešenie počiatočnej úlohy (2.25) v prı́pade (1) (Zdroj: vlastný)
(2) Ak s
r∗
− a = 0, rovnica (2.24) má nekonečne vel’a stacionárnych bodov. Sta-
cionárnym bodom je v tomto prı́pade akákol’vek kladná reálna konštanta
Q∗ = c, c ∈ R+.
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Všetky tieto stacionárne body sú stabilné. Zároveň aj riešenie diferenciálnej rovnice (2.24)
je rovné konštantnej funkcii
Q(t) = c.
Riešenie počiatočnej úlohy (2.25) potom vyzerá nasledovne
Q(t) = Q0.
V tomto prı́pade je riešenie konštantné a v čase t sa nemenı́, ostáva rovné Q0.
Obr. 9: Riešenie počiatočnej úlohy (2.25) v prı́pade (2) (Zdroj: vlastný)






< 0, má rovnica (2.24) v reálnych čı́slach opät’ iba jeden
stacionárny bod
Q∗ = 0.
V tomto prı́pade je však stacionárny bod Q∗ asymptoticky stabilný. Riešenie rovnice
(2.24) je






kde c je opät’ akákol’vek kladná reálna konštanta. Počiatočná úloha (2.25) má riešenie







ktoré konverguje k 0 pre akékol’vek Q0 ∈ R+.
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Obr. 10: Riešenie počiatočnej úlohy (2.25) v prı́pade (3) (Zdroj: vlastný)
2.2.3 Ekonomická interpretácia riešenia modelu
Z matematickej analýzy vyplýva, že znamienko výrazu s
r∗
− a určuje, či produkcia
rastie, stagnuje alebo klesá. Teda vývoj produkcie závisı́ od kapitálovej náročnosti pro-
dukcie r∗, od podielu investovaných úspor na produkcii s a od koeficientu amortizácie a.
(1) V prı́pade s
r∗
− a > 0, riešenie počiatočnej úlohy (2.25) diverguje do∞. To zna-
mená, že produkcia rastie nad všetky mädze. Ale ked’že v reálnej ekonomike sú zdroje
obmedzené, produkcia sa dostane do stavu, ked’ dostupné zdroje už nebudú schopné po-
kryt’ kapitálové požiadavky a ekonomika sa dostane do kolapsu.
(2) Ak je s
r∗
−a = 0, riešenie počiatočnej úlohy (2.25) je konštantné. Teda produkcia je
konštantná a držı́ sa na úrovni Q0. Aby došlo k nárastu produkcie, musı́ dôjst’ ku znı́ženiu
amortizácie alebo nárastu pomeru úspor ku kapitálovej náročnosti produkcie.
(3) Ak platı́ s
r∗
−a < 0, riešenie počiatočnej úlohy (2.25) konverguje k 0, čiže produk-
cia klesá až sa nakoniec úplne vytratı́. V tomto prı́pade z ekonomiky postupne vymizne
všetok kapitál aj produkcia. Ekonomika speje ku krachu.
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Z tohoto môžeme vyvodit’, že ak je kapitálová náročnost’ produkcie prı́liš vysoká, pro-
dukcia nebude rást’. Rovnako nebude rást’ pri vysokej amortizácii kapitálu alebo pri malej
miere úspor. Pre rast produkcie by vláda mala podporovat’ tvorbu úspor a technologický
pokrok. Zároveň musı́ dávat’ pozor, aby podnikatel’ské subjekty nevyužı́vali prı́liš vel’a
neobnovitel’ných zdrojov, aby ekonomika nedospela do kolapsu.
Prı́klad 2.31 Predstavme si ekonomiku, v ktorej sa usporı́ 20% produkcie, opotrebuje
sa 30% kapitálu, na 5 jednotiek produkcie treba 4 jednotky kapitálu a počiatočný stav
produkcie je 1000 jednotiek. Teda s = 0, 2, a = 0, 3, r∗ = 0, 8 a Q0 = 1000. V takomto
prı́pade dostaneme s
r∗
− a = −0, 05, čiže existuje asymptoticky stabilný stacionárny bod
Q∗ = 0. Všeobecné riešenie našej diferenciálnej rovnice je
Q(t) = ce−0,5t,
kde c je kladná reálna konštanta. Množstvo produkcie bude s rastúcim časom konvergovat’
k nule. Riešenie počiatočnej úlohy potom je
Q(t) = 1000e−0,5t.
2.3 Solowov-Swanov neoklasický model ekonomického rastu
Solowov8-Swanov9 model je neoklasický10 model dlhodobého ekonomického rastu.
Jedná sa o rozšı́renie Harrodovho-Domarovho modelu. V tomto modeli budeme naviac
uvažovat’ aj o technologickom pokroku ako o jednom zo spôsobov zvýšenia produkcie.
Podobne ako Harrodov-Domarov model, Solowov-Swanov model popisuje vývoj pro-
dukcie v čase Q(t). Taktiež použı́va na popı́sanie produkcie kapitál K(t) a úspory preme-
nené na investı́cie I(t). Solowov-Swanov model pri popise produkcie uvažuje ešte jednu
8Robert Merton Solow (1924- ), americký ekonóm, známy vd’aka svojej práci na teórii ekonomického
rastu, držitel’ Ceny Švédskej rı́šskej banky za ekonomické vedy na pamiatku Alfreda Nobela (1987)
9Trevor Winchester Swan (1918–1989), austrálsky ekonóm, známy vd’aka svojej práci o zjednocovanı́
vnútornej a vonkajšej rovnováhy
10Neoklasicizmus je súhrnné označenie pre niektoré ekonomické názorové prúdy v 20. a 21. storočı́,
ktoré sa zameriavajú hlavne na distribúciu tovaru a prı́jmu skrze ponuku a dopyt
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veličinu, a tou je l’udská práca L(t). Kapitál K(t) a prácu L(t) budeme nazývat’ výrobné
faktory. Rovnako ako v predchádzajúcom modeli budeme považovat’ všetky tieto veličiny
za kladné.
2.3.1 Zavedenie modelu
Táto podkapitola je inšpirovaná [15].
Prvé dva predpoklady sú rovnaké ako v prı́pade Harrodovho-Domarovho modelu,
takže bude platit’ predpoklad (HD1) vyjadrený rovnicou (2.20) a predpoklad (HD2) vyja-
drený rovnicou (2.21).
Ďalej budeme predpokladat’:




kde λ ∈ R.
(SS2) Produkcia sa dá zapı́sat’ ako funkcia kapitálu a práce
Q = f(K,L), (2.27)
kde f(K,L) sa nazýva produkčná funkcia. Aby táto funkcia vystihovala ekonomickú re-
alitu, musı́ spĺňat’ niekol’ko podmienok:
1. Nemôžeme vyprodukovat’ záporné množstvo výrobkov, preto f(K,L) musı́ byt’
nezáporná. My uvažujeme situáciu s kladnou produkciou, takže v našom prı́pade
bude f(K,L) > 0 pre ∀K > 0, ∀L > 0.
2. Malá zmena množstva výrobného faktoru vyvolá malú zmenu produkcie. To zna-
mená, že f(K,L) je spojitá.
3. Zvýšenie množstva výrobného faktoru nemôže vyvolat’ znı́ženie produkcie. A nao-
pak, znı́ženie množstva výrobného faktoru nemôže mat’ za následok zvýšenie pro-








4. Platı́ zákon klesajúcich výnosov - ak jeden z výrobných faktorov rastie v pevne sta-
novených a rovnako vel’kých množstvách, zatial’ čo množstvo druhého výrobného
faktoru zostáva konštantné, množstvo dodatočného (marginálneho) výstupu neras-
tie. Spočiatku môže byt’ konštantné, no od istého bodu začne klesat’. To znamená,
že výstup môže spočiatku rást’ konštantnou rýchlost’ou, no od istého bodu bude rást’
stále pomalšie. [14]
Z toho vyplýva, že druhé derivácie budú záporné pre ∀K > 0, ∀L > 0 v smeroch







Zákon klesajúcich výnosov si ukážeme na nasledujúcom prı́klade.
Prı́klad 2.32 Predstavme si hospodára, ktorý vlastnı́ pole o určitej rozlohe a chce
zamestnat’ l’udı́, ktorı́ by sa oň starali. Na tomto poli sa bude pestovat’ nejaká plodina.
Množstvá plodiny, ktoré sú rôzne počty zamestnancov schopné vypestovat’, a dodatočné
prı́nosy každého zamestnanca sú uvedené v Tabul’ke 1.
Tab. 2: Množstvo zamestnancov a ich prı́nos (Zdroj: vlastný)
Množstvo zamestnancov 1 2 3 4 5 6 7 7+
Množstvo plodiny vypestovanej na poli [kg] 20 34 42 48 52 54 54 54
Dodatočný prı́nos zamestnanca [kg] 20 14 8 6 4 2 0 0
Vidı́me, že ak pole považujeme za konštantný výrobný faktor a budeme postupne
pridávat’ zamestnancov, dodatočný výnos spojený so zamestnanı́m každej d’alšej osoby
bude postupne klesat’, až sa dostane na 0.
Zákon klesajúcich výnosov pri zmene kapitálu ∆K môžeme zapı́sat’ aj ako nerovnost’
f(K,L)− f(K −∆K,L) ≥ f(K + ∆K,L)− f(K,L),
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f(K −∆K,L) + f(K + ∆K,L)
)
.




f(K,L−∆L) + f(K,L+ ∆L)
)
,
pre l’ubovol’né K. Zároveň vidı́me, že pre vel’ké hodnoty K pri konštantnej hodnote L
dodatočný rast produktu klesá, až nakoniec pôjde k 0. To isté platı́ aj pre vysoké hodnoty













(SS3) Produkcia vykazuje konštantné výnosy z rozsahu, teda výnosy sú priamo úmerné
rozsahu výroby. To znamená, že produkčná funkcia je lineárne homogénna [17]
f(αK,αL) = αf(K,L), ∀α > 0. (2.29)
Teraz zavedieme novú veličinu κ(t) vyjadrujúcu počet jednotiek kapitálu, ktoré pris-





Veličina κ(t) sa nazýva miera vybavenosti práce kapitálom, je závislá na čase a vždy













































Veličinu I nahradı́me výrazom (2.21), premennú Q podl’a rovnice (2.27) zapı́šeme ako
funkciu dvoch premenných L a K a rovnicu d’alej upravı́me pomocou vzt’ahu (2.29)
I
K
− a− λ = sQ
K
− a− λ = sf(K,L)
K










Podl’a rovnice (2.30) môžeme podiel K
L

















Funkcia jednej premennej f(κ, 1) sa nazýva produkčná funkcia v intenzı́vnom tvare. Je to




f(κ+ ∆κ, 1)− f(κ, 1)
)
= 0,
pre každé ∆κ > 0. Z monotónnosti a kladnosti f(κ, 1) plynie
lim
κ→0+

















− (a+ λ)κ. (2.31)
Táto rovnica sa nazýva základná dynamická rovnica neoklasického modelu. Jedná sa o au-
tonómnu diferenciálnu rovnicu, ktorú rozoberieme v nasledujúcej podkapitole.
2.3.2 Matematická analýza riešenia modelu











= (a+ λ)κ∗. (2.32)




je kladná pre každé κ ∈ R+, čiže aj
l’avá strana rovnice (2.32) je vždy kladná. Aby mohla platit’ rovnost’ a stacionárny bod κ∗
existoval, musı́ byt’ aj pravá strana tejto rovnice kladná. To môže nastat’ iba v prı́pade, ak
platı́
a+ λ > 0, (2.33)
čiže rýchlost’ prı́padného úbytku obyvatel’stva musı́ byt’ menšia ako rýchlost’ amortizácie
kapitálu.
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Aby existoval stacionárny bod κ∗, musı́ zároveň byt’ splnené
∃ κ∗ > 0 také, že ∀κ ∈ (0, κ∗) : a+ λ
s
κ < f(κ, 1). (2.34)
V tomto prı́pade je pravá strana rovnice (2.31) kladná pre κ < κ∗ a záporná pre κ > κ∗.




vybavenost’ práce kapitálom konverguje ku konštante κ∗. Stacionárny bod κ∗ je teda
asymptoticky stabilný.
Poznámka Podl’a vzt’ahu (2.29) platı́


























V tomto prı́pade, narozdiel od Harrodovho-Domarovho modelu, je veličina r závislá















Teda kapitálová náročnost’ produkcie sa ustáli na určitej hodnote. Ked’ toto porovnáme
so vzt’ahom (2.23) a tret’ou podmienkou Harrodovho-Domarovho modelu vidı́me, že Har-
rodov-Domarov model je limitným prı́padom modelu Solowova-Swana.
2.3.3 Ekonomická interpretácia riešenia modelu
(1) V prı́pade, že je splnená podmienka (2.33), ale nie je splnená podmienka (2.34),
pravá strana rovnice (2.31) je záporná. Riešenie κ(t) konverguje k nule. Pomer kapitálu
ku práci sa teda blı́ži nule a kapitál postupne vymizne. Ekonomika speje ku kolapsu.
Situácia je znázornená na Obr. 11 s fázovým portrétom zobrazeným na vodorovnej osi.
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Obr. 11: Vývin riešenia κ(t) v prı́pade (1) (Zdroj: vlastný)
(2) Ak je splnená podmienka (2.34), ale nie je splnené (2.33), je pravá strana rov-
nice (2.31) kladná a riešenie κ(t) diverguje do nekonečna. V tomto prı́pade rastie kapitál
a postupne vymizne práca. Ekonomika opät’ speje ku kolapsu. Situácia je znázornená
na Obr. 12 s fázovým portrétom zobrazeným na vodorovnej osi.
Obr. 12: Vývin riešenia κ(t) v prı́pade (2) (Zdroj: vlastný)
(3) Ak sú splnené obidve podmienky, existuje rovnovážny stav κ∗(t), ku ktorému
miera vybavenosti práce kapitálom konverguje. Ekonomika sa v čase blı́ži ku svojmu rov-
novážnemu stavu. Situácia je znázornená na Obr. 13 s fázovým portrétom zobrazeným
na vodorovnej osi.
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Obr. 13: Vývin riešenia κ(t) v prı́pade (3) (Zdroj: vlastný)
2.3.4 Leontiefova produkčná funkcia
Leontiefova produkčná funkcia je produkčná funkcia v tvare
f(K,L) = min{αK, βL},
kde α, β sú kladné reálne konštanty. Je to najjednoduchšı́ typ produkčnej funkcie, v kto-
rej výrobné faktory vstupujú do produkcie v pevne stanovených pomeroch a nemôžu sa
navzájom zastúpit’. [17]
Pre lepšie predstavenie Leontiefovej produkčnej funkcie nám môže poslúžit’ zobra-
zenie izokvantov. Izokvant prestavuje všetky kombinácie vstupov, ktoré dávajú rovnaký
výstup. Budú to všetky dvojice [K0, L0], pri ktorých produkčná funkcia nadobúda pevne
zvolenú kladnú hodnotu q0. Teda všetky [K0, L0], ktoré spĺňajú
f(K0, L0) = q0.
Obr. 14: Izokvanty Leontiefovej produkčnej funkcie (Zdroj: vlastný)
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Nech hodnota kapitálu je rovná K = K0 a hodnota práce L = L0. Na tomto grafe
môžeme vidiet’, že ak je αK0 < βL0, k produkcii prispieva celý kapitál ale iba čast’ práce
a jej zvyšok ostáva nevyužitý. Na druhú stranu, ak platı́ αK0 > βL0 nevyužitou ostáva
čast’ kapitálu. Všetok kapitál aj všetka práca sú produktı́vne iba ak platı́ αK0 = βL0.
Leontiefova produkčná funkcia v intenzı́vnom tvare je
f(κ, 1) = min{ακ, β}.
Obr. 15: Izokvanty Leontiefovej produkčnej funkcie v intenzı́vnom tvare (Zdroj: vlastný)
Predpokladajme, že podmienka (2.33) je splnená a teda platı́ a + λ > 0. Stacionárny













Teda podiel kapitálu na produkcii je dostatočne vel’ký a kapitál je efektı́vne využı́vaný.


























Čiže v stabilnej ekonomike je βL < αK a teda v nej ostáva nevyužitý kapitál.
Prı́klad 2.33 Uvažujme ekonomiku, v ktorej sa usporı́ 20% produkcie a opotrebuje sa
10% kapitálu. Nech práca rastie konštantnou rýchlost’ou 5% a nami uvažovaná produkčná
funkcia má tvar
f(K,L) = min{5K, 3L}.
Teda s = 0, 2, a = 0, 1, λ = 0, 05, α = 5 a β = 3. Ked’že platı́ nerovnost’ (2.35):
1
0,1+0,05
> 1, v tomto prı́pade bude existovat’ stacionárny bod κ∗
κ∗ =
0, 6
0, 1 + 0, 05
= 4.
Tento stacionárny bod je asymptoticky stabilný, takže ekonomika sa ustáli na tomto rov-
novážnom stave, pri ktorom bude v ekonomike 4-krát viac kapitálu ako práce. Označme
množstvo práce konštantou `, ` ∈ R+. Potom množstvo kapitálu je rovné 4`. Dostávame
hodnotu produkcie
f(K,L) = min{20`, 3`} = 3`,
a čast’ kapitálu o vel’kosti 17` ostáva nevyužı́vaná.
2.4 Goodwinov model hospodárskeho cyklu
Posledný model, ktorý si predstavı́me je Goodwinov11 model hospodárskeho cyklu.
Tento model nesleduje rast produkcie, ale s nı́m spojené cykly. Popisuje kolı́sanie ne-
zamestnanosti, mzdy a investı́cii. Fungovanie celého systému v ekonomike vysvetl’uje
na princı́pe predátor-korist’. Dochádza k boju medzi zamestnancami, ktorı́ sa snažia o čo
najvyššie výplaty, a zamestnávatel’mi, ktorı́ chcú čo najvyššı́ podiel kapitálu na produkcii,
pričom pri zisku jednej strany druhá stráca. [18]
Pre popı́sanie týchto cyklov budeme opät’ použı́vat’ produkciu Q(t), investı́cie I(t)
a l’udskú prácu L(t), ktorá bude v tomto prı́pade vyjadrovat’ množstvo zamestnaného
11Richard Goodwin (1913–1996), americký matematik a ekonóm, známy predovšetkým vd’aka svojej
práci o hospodárskych cyklusoch
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obyvatel’stva. Naviac budeme využı́vat’ aj všetko práceschopné obyvatel’stvo N(t) a pri-
emernú mzdu za prácu W (t). Opät’ nemôže byt’ zamestnaný záporný počet občanov
a nemôžu dostávat’ zápornú mzdu, čiže všetky tieto veličiny budeme považovat’ za nezá-
porné. Ked’že situácia s nulovými veličinami je pre nás nezaujı́mavá, všetky tieto veličiny
budeme opät’ považovat’ za kladné.
2.4.1 Zavedenie modelu
Táto podkapitola je inšpirovaná [15].





vyjadruje priemerné množstvo produktu, ktoré vytvorı́ jeden pracujúci človek a bude
to vždy kladná konštanta. Relatı́vna zamestnanost’ v(t) bude vyjadrovat’ pomer zamest-










udáva, aká čast’ produkcie sa vyplatı́ pracujúcim v mzdách. Obidve veličiny, u(t) aj v(t),
budú nadobúdat’ hodnoty z intervalu (0, 1).
Budeme uvažovat’ predpoklady (HD1) a (HD3) vyjadrené rovnicami (2.20), (2.22)
a (2.23). Ďalej budeme predpokladat’:
(G1) Všetká čistá produkcia, tj. produkcia bez mzdy vyplatenej pracujúcim obyva-
tel’om, sa investuje
I = Q−WL. (2.39)
(G2) Relatı́vna zmena práceschopného obyvatel’stva je konštantná
N ′
N
= α, α ∈ R. (2.40)




= β, β > 0. (2.41)
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(G4) Relatı́vna zmena mzdovej sadzby závisı́ na zamestnanosti
W ′
W
= ζ(v), ζ : (0, 1)→ R, (2.42)
kde ζ(v) je diferencovatel’ná funkcia, ktorej grafom je Phillipsova12 krivka13. Jej vlast-
nosti zistené pozorovanı́m sú:
1. Funkcia ζ(v) je na svojom definičnom obore rastúca a konvexná
ζ(v)′ > 0, ζ(v)′′ > 0, pre v ∈ (0, 1).




ζ(v) = ζ0 < 0.




ζ(v) = ζ1 > 0,
kde sa pripúšt’a (a častokrát aj predpokladá) ζ1 =∞.






















Ďalej môžeme využitı́m výrazov (2.36) a (2.40) veličinu L nahradit’ podielom práce a pro-













































− a = 1
r∗
(1− u)− a,
12William Phillips (1914 - 1975), novozélandský ekonóm, známy predovšetkým vd’aka svojej práci
o vplyve inflácie a nezamestnanosti na výšku mzdy
















− α = 1
r∗
(1− u)− a− β − α.
Ak označı́me δ = 1
r∗
− a− β − α, dostaneme
v′
v
= δ − 1
r∗
u. (2.44)

























z čoho po využitı́ rovnı́c (2.41) (2.42) vyplýva
u′
u
= ζ(v)− β. (2.45)
Rovnice (2.44) a (2.45) predstavujú model vývoja podielu mzdy na produkcii a re-
latı́vnej zamestnanosti. Rovnice môžeme prepı́sat’ do obvyklého tvaru








2.4.2 Matematická analýza riešenia modelu
Fázový priestor sústavy (2.46) je Ω = (0, 1) × (0, 1). Vieme, že 1
r∗
a β sú kladné.
Budeme predpokladat’, že aj δ je kladná a že ζ1 > β. V tom prı́pade existuje v∗ také, že
ζ(v∗) = β, čiže ζ−1(β) = v∗. Systém (2.46) má v obore reálnych čı́sel dva stacionárne
body. My sme predpokladali, že u a v sú kladné, preto budeme brat’ do úvahy iba jeden






Jackobiho matica systému (2.46) je
J(u, v) =
ζ(v)− β uζ ′(v)
− 1
r∗












Ked’že det J(u∗, v∗) = δv∗ζ ′(v∗) a trJ(u∗, v∗) = 0, o type stacionárneho bodu
(u∗, v∗) nevieme použitı́m Tabul’ky 1 rozhodnút’. Budeme teda hl’adat’ vyjadrenie tra-































dx = c, (2.47)
kde c je reálna konštanta a v0 ∈ (0, 1) je konštanta vyjadrujúca počiatočnú zamestnanost’.
Ked’ označı́me l’avú stranu rovnosti (2.47) ako funkciu G(u, v) dostaneme riešenie dané
implicitne
G(u, v) = c.











































Z toho vyplýva, že bod (u∗, v∗) je lokálnym minimom funkcie G a tá je v jeho okolı́ kon-
vexná. Čiže trajektórie systému (2.46) v okolı́ tohto stacionárneho bodu tvoria uzavreté
krivky a stacionárny bod (u∗, v∗) je stred.
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Obr. 16: Stacionárny bod (u∗, v∗) (Zdroj: vlastný)
2.4.3 Ekonomická interpretácia riešenia modelu
Vidı́me, že relatı́vna zamestnanost’ aj podiel mzdy na produkcii kolı́šu okolo rov-
novážnej hodnoty. Čı́m je miera zamestnanosti vyššia, tým vyššie mzdy zamestnanci
požadujú a podiel mzdy na produkcii rastie. Tým pádom sa znižuje podiel investı́ciı́
na produkcii a znižujú sa zisky zamestnávatel’ov. Nižšie zisky odradia l’udı́ od podnika-
nia. Následkom je menej pracovných pozı́ciı́, väčšie množstvo uchádzačov o zamestnania
a znı́ženie mzdy. To priláka nových podnikatel’ov, ktorı́ vytvoria nové pracovné pozı́cie
a mzdy zasa narastú. Toto sa deje opakovane v určitých cykloch. [18]
Prı́klad 2.34 Uvažujme ekonomiku, v ktorej je relatı́vna zmena práceschopného oby-
vatel’stva konštantná a rovná 0, 14, kapitálová náročnost’ produkcie r∗ = 0, 2, konštantný
relatı́vny nárast produkcie je β = 1, 56 a práceschopného obyvatel’stva je α = 0, 24,
opotrebuje sa 20% kapitálu a funkcia ζ je daná predpisom ζ(v) = 4v2 − 1.





), čiže ekonomika by bola v rovnováhe, ak by mzda vyplatená zamestnancom
tvorila 60% produkcie a bolo by zamestnaných 80% práceschopných občanov. Reálne
hodnoty u a v v našej ekonomike budú kolı́sat’ okolo tejto rovnovážnej hodnoty.
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3 VLASTNÉ NÁVRHY RIEŠENÍ
Analýza Walrasovho modelu cenového prispôsobenia
V predchádzajúcej kapitole sme si predstavili a zaviedli štyri ekonomické modely.
V každom z týchto modelov sme uviedli niekol’ko predpokladov, s ktorými sme následne
pracovali a považovali sme ich za pravdivé. V tejto kapitole si jeden z týchto modelov,
konkrétne Walrasov model cenového prispôsobenia, rozoberieme podrobnejšie. Nebu-
deme uvažovat’ predpoklady (WA1) a (WA2), ale rozanalyzujeme situáciu s konštantnou
funkciou ponuky a rôznymi typmi funkciı́ dopytu.
V každej časti si najskôr predstavı́me funkcie, ktorými sa budeme d’alej zaoberat’,
a poskytneme prı́klady výskytu týchto funkciı́. Potom zostavı́me prı́slušnú diferenciálnu
rovnicu, nájdeme stacionárne body tejto diferenciálnej rovnice a určı́me ich typy. Nako-
niec nájdeme riešenie diferenciálnej rovnice a riešenie počiatočnej úlohy. Toto riešenie




, kde tl je kladná
konštanta.
Situácia s konštantnou funkciou ponuky
Konštantná funkcia ponuky je funkcia v tvare
S(p) = S∗,
kde S∗ je kladná konštanta. Je to pomerne netradičný druh funkcie ponuky. V tomto
prı́pade je množstvo ponúkaného produktu konštantné bez ohl’adu na cenu. Môže predsta-
vovat’ situáciu s obmedzeným množstvo predávajúcich na malom trhu a vo vel’mi krátkom
časovom úseku. Tı́to predávajúci ponúkajú výrobok, ktorého majú obmedzené množstvo
a ktorý potrebujú predat’ bez ohl’adu na cenu.
Ako prı́klad si uvedieme farmára, ktorý vypestoval vel’ké množstvo broskýň a snažı́
sa ich predat’ na miestnom trhu. Tento farmár potrebuje svoj produkt predat’, inak by sa
pokazil. Množstvo ponúkaných broskýň je konštantné bez ohl’adu na ponúknutú cenu.
Preto funkcia ponuky bude v tomto prı́pade konštantná.14
14V uvedenom prı́pade samozrejme uvažujeme v krátkom časovom intervale, v ktorom tento farmár ani
ostatnı́ farmári nemajú množstvo prispôsobit’ množstvo produktu cene. Pôjde o interval niekol’kých hodı́n,
maximálne dnı́.
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3.1 Dopyt daný konštantnou funkciou
Rovnako, ako v prı́pade ponuky, je dopyt daný konštantnou funkciou pomerne ne-
tradičný. Funkcia dopytu má tvar
D(p) = D∗,
kdeD∗ je kladná konštanta vyjadrujúca množstvo dopytu pri akejkol’vek cene. Takúto do-
pytovú funkciu môže mat’ produkt nevyhnutný pre prežitie, za ktorý sme ochotnı́ zaplatit’
akúkol’vek cenu, ale potrebujeme ho iba určité množstvo.
Typickým prı́kladom je inzulı́n, alebo iný liek, ktorı́ l’udia trpiaci určitou chorobou
potrebujú a pre ostatných je zbytočný. Často sa ako prı́klad konštantného dopytu uvádza
aj dopyt po drogách - drogovo závislý človek je za ne ochotný zaplatit’ akúkol’vek čiastku
a cena nemá na jeho spotrebu vplyv. Ostatnı́ l’udia o drogy záujem nemajú bez ohl’adu
na cenu.












, p(0) = p0. (3.49)
Riešenie diferenciálnej rovnice (3.48) bude závisiet’ na konštanteD∗−S∗. Táto konštanta
môže byt’ (1) kladná, (2) nulová alebo (3) záporná. Postupne rozoberieme všetky tieto
možnosti.
(1) Ak je táto konštanta D∗−S∗ kladná, rovnica (3.48) nemá žiadny stacionárny bod.






















Obr. 17: Riešenie počiatočnej úlohy (3.49) v prı́pade (1) (Zdroj: vlastný)
V tomto prı́pade je dopyt pre akúkol’vek cenu väčšı́ ako ponuka. Cena bude s rastúcim
časom lineárne narastat’.
(2) Ak platı́ D∗ − S∗ = 0, rovnica (3.48) má nekonečne vel’a stacionárnych bodov
p∗ = c,
kde c je nezáporná reálna konštanta. Každý z týchto stacionárnych bodov je stabilný.
Riešenı́m našej rovnice potom bude
p(t) = c,
a riešenı́m počiatočnej úlohy (3.49)
p(t) = p0.
Obr. 18: Riešenie počiatočnej úlohy (3.49) v prı́pade (2) (Zdroj: vlastný)
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Ak sú ponuka a dopyt rovnako vel’ké, cena sa v čase nebude menit’, ostane na hodnote
počiatočnej ceny p0.
(3) Ak je konštanta D∗ − S∗ záporná, rovnica (3.48) opät’ nebude mat’ žiadny sta-





















Vzhl’adom k prirodzenému predpokladu nezápornej ceny p(t), toto riešenie môže pla-




, kde t0 spĺňa p(t0) = 0. Pre t > t0 diferenciálna rovnica
(3.48) a teda ani jej riešenie nepopisuje ekonomickú realitu, ked’že cena je považovaná
za nezápornú veličinu. Preto pre t > t0 kladieme p(t) = 0. Obdobný postup použijeme
vo všetkých nasledujúcich prı́padoch, ked’ sa vyskytne podobný problém.
Obr. 19: Riešenie počiatočnej úlohy (3.49) v prı́pade (3) (Zdroj: vlastný)
V prı́pade D∗ − S∗ < 0 je ponuka väčšia ako dopyt pre akúkol’vek cenu. Cena bude
s rastúcim časom lineárne klesat’ z hodnoty p0, až na hodnotu 0, na ktorej sa následne
ustáli.
52
Prı́klad 3.35 Predstavme si situáciu s konštantným dopytom D(t) = D∗ = 4, kon-
štantnou ponukou S(t) = S∗ = 3, počiatočnou cenou p0 = 10 a koeficientom prispôso-





Potom D∗ − S∗ = 1, čiže neexistuje žiadny stacionárny bod. Dostávame riešenie
počiatočnej úlohy (3.49)
p(t) = 0, 05t+ 10.
Cena v našom prı́pade s rastúcim časom rastie lineárne.
3.2 Dopyt daný lineárnou funkciou
V tomto prı́pade je dopyt, rovnako ako v pôvodnom Walrasovom modeli, popı́saný
lineárnou funkciou (2.15). Jedná sa o typický prı́klad dopytu, pri ktorom s rastúcou ce-
nou produktu počet kupujúcich rovnomerne klesá a naopak, s klesajúcou cenou produktu
počet kupujúcich rovnomerne stúpa pre akúkol’vek cenu.
Prı́kladom môže byt’ chlieb alebo iná bežná potravina, ktorá má substitúty 15 a ktorej
vyššia cena nás od kúpi odradı́.
Využitı́m vzt’ahu (2.16), dostávame autonómnu diferenciálnu rovnicu
p′(t) = γ
(
(ν − S∗) + ψp
)
. (3.50)




(ν − S∗) + ψp
)
, p(0) = p0. (3.51)
Existencia stacionárnych bodov a riešenie rovnice (3.50) bude znovu závisiet’ od kon-
štanty ν − S∗. Táto konštanta môže byt’ (1) kladná, (2) nulová alebo (3) záporná. Opät’
postupne rozoberieme všetky tri možnosti.
(1) V prı́pade, že konštanta ν−S∗ je kladná, rovnica (3.50) má jeden stacionárny bod




15Substitúty sú produkty podobné uvažovanému produktu, ktorými sa dá pôvodný produkt nahradit’
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Stabilita tohoto stacionárneho bodu závisı́ iba od konštanty γψ. Ked’že táto konštanta
je v našom prı́pade záporná, stacionárny bod je asymptoticky stabilný. Riešenie dife-
renciálnej rovnice (3.50) má potom tvar




kde c je akákol’vek reálna konštanta, pre ktorú je p(t) nezáporná na nami uvažovanom











Obr. 20: Riešenie počiatočnej úlohy (3.51) v prı́pade (1) (Zdroj: vlastný)
Z toho vyplýva, že ak je maximálny dopyt väčšı́ ako ponuka, cena s postupom času




(2) Ak je konštanta ν − S∗ rovná nule, rovnica (3.50) má asymptoticky stabilný sta-
cionárny bod
p∗ = 0.
Riešenie našej diferenciálnej rovnice je v tvare
p(t) = ceγψt,




Obr. 21: Riešenie počiatočnej úlohy (3.51) v prı́pade (2) (Zdroj: vlastný)
V tomto prı́pade sú maximálny dopyt a ponuka rovnako vel’ké. Cena bude s rastúcim
časom klesat’ a konvergovat’ k nule.
(3) V prı́pade, že platı́ ν−S∗ < 0, rovnica (3.50) má opät’ v obore reálnych čı́sel jeden
stacionárny bod, ktorý má však zápornú hodnotu. Ked’že my sme predpokladali situáciu
s nezápornou cenou, nebudeme tento bod brat’ do úvahy. Riešenie diferenciálnej rovnice
(3.50), rovnako ako v prı́pade (1), je









pre každé t patriace nášmu uvažo-















. Ak by táto podmienka bola
porušená, postupujeme rovnakým spôsobom ako pri riešenı́ počiatočnej úlohy (3.49).
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Obr. 22: Riešenie počiatočnej úlohy (3.51) v prı́pade (3) (Zdroj: vlastný)
Ak je ponuka väčšia ako maximálny dopyt, cena bude v čase klesat’, až sa postupne
ustáli na hodnote 0.
Prı́klad 3.36 Prı́kladom môže byt’ produkt, ktorého ponuka je S(t) = S∗ = 20, dopyt
D(p) = 15−0, 5p, počiatočná cena p0 = 20 a koeficient prispôsobenia sa γ = 0, 5. Vývoj





Potom je konštanta ν − S∗ záporná, čiže neexistuje kladný reálny stacionárny bod.
Riešenie rovnice (3.50) bude v tvare
p(t) = 0, 5ce−0,25t − 10,
kde koeficient c musı́ spĺňat’ c ≥ 20e0,25. Riešenie počiatočnej úlohy je
p(t) = 30e−0,25t − 10.
Cena bude postupne v čase klesat’. Ak by sme uvažovali dlhšı́ časový interval, cena by
klesla až na 0 a následne by sa ustálila na tejto hodnote.
3.3 Dopyt daný kvadratickou funkciou
V tomto prı́pade je dopyt popı́saný kvadratickou funkciou
D(p) = ν + ηp+ ξp2,
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. Predpokladajme, že dopyt je vyja-











. Potom konštanta ν je kladná konštanta, predstavujúca
dopyt pri nulovej cene. V tomto prı́pade tento dopyt však nie je maximálny. Konštanta η
je kladná a konštanta ξ záporná. Dopyt po produkte popı́saný takouto funkciou s rastúcim
















pytu s rastúcou cenou na určitom intervale je ojedinelý jav. Môže nastat’ iba pri produkte,
ktorý nemá substitúty a prestavuje pre spotrebitel’a výraznú čast’ výdavkov.
Jeden z prı́kladov takéhoto produktu môže byt’ ryža v chudobnejšı́ch oblastiach Ázie.
Výdaje na ryžu predstavujú pre obyvatel’ov týchto oblastı́ podstatnú čast’ ich spotreby
a nájst’ náhradu za ryžu je pre nich vel’mi t’ažké. S klesajúcou cenou ryže si môžu spo-
trebitelia za ušetrené financie dovolit’ nákup lepšı́ch potravı́n, naprı́klad mäsa. S rastúcou
cenou ryže sa však musia konzumácie týchto lepšı́ch potravı́n vzdat’, aby si mohli dovo-
lit’ kúpit’ dostatočné množstvo jedla na celý mesiac, a tak si nakúpia iba ryžu. Pri určitej
cene však pre nich začne byt’ aj ryža pridrahá a tak čast’ svojej spotreby presunú na iné,
lacnejšie alternatı́vy a dopyt po ryži začne klesat’.
Pre jednoduchost’ budeme v tejto časti počı́tat’ s koeficientom prispôsobenia sa γ = 1.
Dosadenı́m do rovnice (2.16), zı́skame diferenciálnu rovnicu
p′(t) = ξp2 + ηp+ (ν − S∗). (3.52)
Toto je autonómna diferenciálna rovnica. V prı́pade, že uvažujeme aj počiatočnú cenu
p(0) = p0, dostaneme počiatočnú úlohu
p′(t) = ξp2 + ηp+ (ν − S∗), p(0) = p0. (3.53)
Stacionárny bod rovnice (3.52) musı́ spĺňat’ podmienku
ξp∗2 + ηp∗ + (ν − S∗) = 0. (3.54)
Počet stacionárnych bodov rovnice (3.52) a aj jej riešenie budú teda závisiet’ od konštanty






alebo (5) menšia ako η
2
4ξ
. Postupne rozoberieme všetky tieto možnosti.
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(1) Konštanta ν − S∗ je kladná, čiže pri nulovej cene je ponuka menšia ako dopyt.
Vieme, že konštanta−4ξ(ν−S∗) je taktiež kladná, čiže aj diskriminant je kladný a rovnica
(3.54) má dve reálne riešenia. Jedno z týchto riešenı́ je však záporné a my uvažujeme iba




η2 − 4ξ(ν − S∗)
2ξ
.
Tento stacionárny bod je asymptoticky stabilný. Označme C =
√
η2 − 4ξ(ν − S∗).
Riešenı́m diferenciálnej rovnice (3.52) potom bude
p(t) =
(−η + C)eCc − (η + C)eCt
2ξ(eCc + eCt)
,



















kde p(t) ≥ 0 pre celý uvažovaný časový interval. Ak by táto podmienka nebola splnená,
postupujeme rovnako, ako pri riešenı́ úlohy (3.49).
Obr. 23: Riešenie počiatočnej úlohy (3.53) v prı́pade (1) (Zdroj: vlastný)
Ak je dopyt pri p = 0 väčšı́ ako ponuka, cena postupne v čase konverguje k rov-
novážnej hodnote p∗.
(2) Konštanta ν − S∗ je nulová. To znamená, že dopyt pri nulovej cene a ponuka sú




, p∗2 = 0.
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Stacionárny bod p∗1 je v tomto prı́pade asymptoticky stabilný a stacionárny bod p
∗
2 nesta-









η − ξp0(eηt − 1)
.
Obr. 24: Riešenie počiatočnej úlohy (3.53) v prı́pade (2) (Zdroj: vlastný)
V prı́pade, že dopyt a ponuka sú pri nulovej cene rovnako vel’ké, sa cena v čase blı́ži
ku hodnte p∗1.
(3) Konštanta ν −S∗ je záporná, čiže dopyt je pri nulovej cene menšı́ ako ponuka, ale
zároveň väčšia ako η
2
4ξ










η2 − 4ξ(ν − S∗)
2ξ
.
Opät’ je jeden z bodov, konkrétne bod p∗1, asymptoticky stabilný a druhý bod, p
∗
2, nesta-
bilný. Znovu označı́me C =
√
η2 − 4ξ(ν − S∗). Diferenciálna rovnica (3.52) bude mat’
rovnako, ako v prı́pade (1) riešenie
p(t) =
(−η + C)eCc − (η + C)eCt
2ξ(eCc + eCt)
,
kde c je zasa reálna konštanta, pre ktorú je cena p(t) nezáporná pre akékol’vek t nášho















Obr. 25: Riešenie počiatočnej úlohy (3.53) v prı́pade (3) (Zdroj: vlastný)
Cena v čase konverguje ku hodnote p∗1 v prı́pade, že p0 > p
∗
2 a klesá, až sa ustáli
na hodnote 0 ak platı́ p0 < p∗2. Pre p0 = p
∗
1 alebo p0 = p
∗
2 sa cena v čase nemenı́.
(4) Konštanta ν − S∗ je rovná η2
4ξ
. Dopyt pri nulovej cene je opät’ menšı́ ako ponuka.
V tomto prı́pade má rovnica (3.54) iba jedno reálne riešenie
p∗ = − η
2ξ
.
Stacionárny bod p∗ je semistabilný. Pre p(0) > p∗ bude p(t) klesat’ a blı́žit’ sa hodnote p∗,
pre p(0) < p∗ bude p(t) taktiež klesat’, až sa ustáli na hodnote 0, a pre p(0) = p∗ sa cena





















. Riešenı́m počiatočnej úlohy (3.53) je
p(t) =
(
ξp20 − (ν − S∗)
)(√




ξ2p20t− ξ(ν − S∗)t+
√
ξ(ν − S∗)− ξp0
) ,


















. Opät’ musı́ pre našu počiatočnú cenu p0 platit’
p(t) ≥ 0 na celom uvažovanom časovom intervale. Ak by táto podmienka bola porušená,
postupujeme obdobne, ako pri riešenı́ počiatočnej úlohy (3.49).
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Obr. 26: Riešenie počiatočnej úlohy (3.53) v prı́pade (4) (Zdroj: vlastný)
Ak platı́ ν − S∗ = η2
4ξ
a zároveň p0 > p∗, cena bude s postupom času klesat’ a blı́žit’ sa
ku hodnote p∗. V prı́pade, že počiatočná cena je p0 = p∗, cena ostáva v čase konštantná.
Ak je však počiatočná cena p0 < p∗, cena bude s rastúcim t klesat’ až klesne na 0 a ustáli
sa na tejto hodnote.
(5) Konštanta ν−S∗ je menšia ako η2
4ξ
, čiže dopyt pri nulovej cene je výrazne nižšı́ ako
ponuka. Rovnica (3.54) nemá žiadne reálne riešenie, preto ani diferenciálna rovnica (3.52)
nebude mat’ žiadny stacionárny bod. Ked’ označı́me C =
√
4ξ(ν − S∗)− η2, riešenie











pre každé c, pre ktoré má tento výraz zmysel a pre ktoré je cena nezáporná na celom













Ak pri našom p0 neplatı́ p(t) ≥ 0, ∀t, musı́me riešenie upravit’ rovnakým spôsobom ako
v predchádzajúcich prı́padoch.
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Obr. 27: Riešenie počiatočnej úlohy (3.53) v prı́pade (5) (Zdroj: vlastný)
Cena bude v tomto prı́pade s rastúcim t klesat’ pre akúkol’vek počiatočnú hodnotu
a ustáli sa na 0.
Prı́klad 3.37 Vezmime si produkt, ktorého ponuka je daná konštantnou funkciou
S(p) = 5 a dopyt D(p) = −p2 + 3p + 5, a nech počiatočná cena p0 je rovná 2. Bu-





Ked’že ν − S∗ = 0, budeme mat’ dva stacionárne body
p∗1 = 3, p
∗
2 = 0.
Stacionárny bod p∗1 je asymptoticky stabilný a stacionárny bod p
∗
2 je nestabilný. Riešenie










Cena bude v tomto prı́pade s rastúcim časom rást’ a konvergovat’ k hodnote 3.
3.4 Dopyt daný exponenciálnou funkciou
Posledným prı́kladom bude dopyt daný exponenciálnou funkciou
D(p) = νeωp,
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kde ν je opät’ kladná konštanta predstavujúca maximálny dopyt a ωje záporná konštanta.
Takáto funkcia je typická pre produkt, ktorý má vel’ké množstvo substinentov, a teda je
l’ahko nahraditel’ný, alebo nie je pre spotrebitel’a významný. Pri takomto produkte vyššia
cena odradı́ vel’ké množstvo zákaznı́kov a dopyt klesá rýchlo.
Prı́kladom môže byt’ Coca-cola. Nepatrı́ medzi produkty ktoré spotrebitel’nevyhnutne
potrebuje a dá sa pomerne l’ahko nahradit’ inými produktmi, naprı́klad Pepsi alebo Kofo-
lou. Preto rastúca cena Coca-coly vel’mi rýchlo kupujúcich odradı́.






kde ν je znovu kladná konštanta predstavujúca maximálny dopyt a ω je záporná konštanta.





, p(0) = p0. (3.56)
Množstvo stacionárnych bodov tejto diferenciálnej rovnice bude závisiet’ od podielu
S∗
ν




> 1. Diferenciálna rovnica (3.55) má v obore reálnych čı́sel jeden sta-
cionárny bod, ktorý je však záporný. My považujeme cenu za nezápornú veličinu a tak
tento stacionárny bod nebudeme brat’ do úvahy.
Obr. 28: Riešenie počiatočnej úlohy (3.56) v prı́pade (1) (Zdroj: vlastný)
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V tomto prı́pade bude cena produktu s rastúcim časom klesat’, až sa postupne ustáli
na hodnote 0.
(2) V prı́pade S∗ = ν a teda S∗
ν
= 1 má rovnica (3.55) opät’ iba jeden asymptoticky
stabilný stacionárny bod, a to
p∗ = 0.
Obr. 29: Riešenie počiatočnej úlohy (3.56) v prı́pade (2) (Zdroj: vlastný)
Cena bude v čase klesat’ a konvergovat’ ku hodnote 0.
(3) Ak je podiel S∗
ν
menšı́ ako 1 a zároveň kladný, rovnica (3.55) má jeden stacionárny










Obr. 30: Riešenie počiatočnej úlohy (3.56) v prı́pade (3) (Zdroj: vlastný)
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Cena sa bude postupne v čase blı́žit’ ku hodnote p∗.
Vo všetkých týchto prı́padoch má diferenciálna rovnica (3.55) riešenie v tvare



























kde pre naše p0 znovu musı́ platit’ p(t) ≥ 0 pre každé t nášho sledovaného časového inter-
valu. V prı́pade, že by to neplatilo, budeme postupovat’ rovnako ako v počiatočnej úlohe
(3.49).
Prı́klad 3.38 Nech je zadaná ponuka S(t) = S∗ = 5, dopyt D(t) = 7e−0,25p,
počiatočná cena p0 = 8 a koeficient prispôsobenia sa γ = 0, 15. Vývoj ceny budeme







< 1, čiže bude existovat’ jeden asymptoticky stabilný stacionárny bod
p∗ ≈ 1, 3459. Riešenie našej diferenciálnej rovnice je






kde c ≤ 0.5544. Riešenie počiatočnej úlohy potom bude










V tomto prı́pade cena v čase konverguje k hodnote stacionárneho bodu p∗.
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ZÁVER
V tejto práci sme sa zaoberali riešenı́m ekonomických modelov za pomoci auto-
nómnych diferenciálnych rovnı́c. Hlavným ciel’om bolo zostavenie vybraných modelov
a ich d’alšia analýza, pričom dôraz bol kladený na existenciu rovnovážnych riešenı́, ich
kvalitatı́vne vlastnosti a ich význam z ekonomického pohl’adu. Čiastkovým ciel’om bolo
oboznámit’ čitatel’a s problematikou diferenciálnych rovnı́c, ich sústav a riešenı́.
V práci sme postupne predstavili štyri vybrané ekonomické modely, konkrétne Wa-
lrasov model cenového prispôsobenia, Harrodov-Domarov model ekonomického rasu,
Solowov-Swanov model ekonomického rastu a Goodwinov model hospodárskeho cyklu,
popisujúce niektoré ekonomické veličiny. Vždy sme podrobne popı́sali zavedenie modelu,
následne uviedli matematickú analýzu a ekonomickú interpretáciu výsledkov. Zameriavali
sme sa na riešenie diferenciálnych rovnı́c, na ktoré viedli jednotlivé modely, stacionárne
body týchto rovnı́c a ich vlastnosti. Výsledky sú zobrazené na grafoch vytvorených v soft-
ware Geogebra. Pri každom modeli je uvedený konkrétny prı́klad z praxe.
Jeden z modelov, konkrétne Walrasov model cenového prispôsobenia, sme rozobrali
do väčšı́ch podrobnostı́. V rámci tohto modelu sme popı́sali vývoj ceny v čase pre rôzne
typy funkciı́ dopytu pri konštantnej funkcii ponuky. Ukázali sme, ako rôzne druhy dopy-
tovej funkcie vplývajú na existenciu rovnovážneho riešenı́ a ich stabilitu.
Na záver dodajme, že táto téma nie je ani zd’aleka vyčerpaná. Je vel’a iných druhov
funkciı́ dopytu a ponuky, ktoré sa v rámci Walrasovho modelu cenového prispôsobenia
dajú d’alej analyzovat’. Obdobným spôsobom sa dajú modifikovat’ a následne podrobit’
detailnej analýze aj ostatné študované modely.
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[1] GANDOLFO, G. Economic dynamics: Methods and models. 2nd ed. Amsterdam:
Elsevier, 1985. 571 s. ISBN 0-444-85419-3.
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ZOZNAM POUŽITÝCH SKRATIEK
p(t) cena produktu v čase t
D(p) dopyt po produkte pri cene p
S(p) ponuka produktu pri cene p
µ ponuka pri nulovej cene
φ sklon krivky ponuky
ν dopyt pri nulovej cene
ψ sklon krivky dopytu
E(p) prebytok dopytu
γ koeficient cenového prispôsobenia sa
Q(t) produkcia v čase t
K(t) kapitál v čase t




r(t) kapitálová náročnost’ jednotky produkcie v čase t
σ(t) produktivita práce v čase t
v(t) relatı́vna zamestnanost’ v čase t
u(t) podiel mzdy na produkcii v čase t
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15 Izokvanty Leontiefovej produkčnej funkcie v intenzı́vnom tvare (Zdroj:
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